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On effectue le calcul de la puissance de sortie du maser a rubidium 87 en tenant compte des variations 
locales du taux de pompage et des termes de la matrice densite associee au probleme. Les rCsultats 
obtenus confirment assez bien les resultats experimentaux obtenus ace jour. 

The paper describes calculations made on the power output of the rubidium 87 maser, taking into 
account local variations of the optical pumping rate and of the density matrix elements associated with 
the problem. The results obtained agree well with published experimental data. 
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I. Introduction 
Le maser rubidium (Davidovits 1965) tire son 

inttrCt de sa puissance de sortie relativement 
grande. Le schema donnt B la Fig. 1 permet d’en 
comprendre le fonctionnement daiis les grandes 
lignes. Le rubidium i l’ttat de vapeur saturante 
est renfermC dans une cavitt tlectromagnttique. 
On peut aussi utiliser un ballon de quartz lui- 
m&me plact dans la cavitt pour simplifier les 
questions de vide. Dans le ballon se trouve un gaz 
tampon, ordinairement de l’azote sous une pres- 
sion de l’ordre de 10 Torr. Le gaz tampon rCduit 
la largeur de la raie Doppler et la frtquence des 
collisions des atomes de rubidium avec les parois; 
il maintient les atomes approximativement au 
repos et absorbe les radiations lumineuses rCCmi- 
ses qui diminueraient l’efficacitt du pompage op- 
tique. La lampe au 87Rb est filtrte par une 
cellule contenant l’isotope 85Rb. Ce filtre re- 
tranche du spectre de la lampe, la raie corre- 
spondant aux transitions des ttats P l l z  et P,,? pu 
niveau F = 2 de 1’Ctat fondamental. La lumiere 
filtrte pCn$tre dans la cavitC et produit des transi- 
tions entre le niveau F = 1 et les niveaux P I l 2  et 
P3,2. Les atomes de rubidium excitCs dans les 
Ctats et P J ; 2  relaxent vers les ttats F = 1 et 
F = 2 de l’ttat fondamental par suite des col- 
lisions avec les atomes d’azote. L’asymttrie de la 
lumi2re Cmise entraine un dtstquilibre de popu- 
lation et si les atomes pompts au niveau F = 2 
sont en nombre suffisant, on obtient une oscilla- 
tion auto-entretenue entre les niveaux F = 2, 
MF = 0 et F = 1, MF = 0 a la frkquence de 
6.835 GHz. 

Dans un article de Vanier (1968) sur le maser 
a rubidium, on trouve une thtorie permettant de 
calculer la puissance fournie par la vapeur de 
rubidium; toutefois dans un but de simplification, 
l’auteur a suppost que le taux de pompage r des 
atomes de rubidium ainsi que les difftrents termes 
pij de la matrice densitt associte au probleme 
ttaient constants dans toute la cellule contenant 
le rubidium. Tout en conservant les autres hy- 
pothtses faites dans l’article prtcitt, nous lke -  
rons ces deux derni&es, c’est-&dire que nous 
tiendrons compte des variations de r e t  des pij en 
fonction des coordonntes locales. Nous suppose- 
rons en outre que les raies d’Cmission de la lampe 
et d’absorption de la vapeur sont des gaussiennes 
centrkes sur la mCme frtquence. Le but des calculs 
est de dtterminer les variations de r dans la 
cellule contenant la vapeur de rubidium ainsi que 
la puissance fournie par la vapeur. Toutes les 
questions thCoriques non abordtes ici sont dt- 
velopptes dans I’article de Vanier (1968). 

11. Calculs 
( 1 )  Mise en e‘quation du problime 

La cavitt de maser renfermant la vapeur ttant 
cylindrique et de rtvolution (voir Fig. 1) on 

laires (2, r, cp). Le probltme ayant une symCtrie de 
rCvolution par rapport a I’axe de la cavitt (pris 
pour axe des “z”) ,  cp n’intervient pas. 

(a) Loi de variation du taux de pompage r 

adopie ie SySikfiie de cooidonnk; cy! indr~i ;~-  

est dtfini par 

[l] T(z, r )  = 

? 

\ 
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FIG. 1. Schema simplifik du maser; cavitb du maser; systkme de coordonnks utilise. 

v est une frkquence quelconque, Z(v, z, r )  dtsigne l’intensitk lumineuse aux points de coordonnks 
z, r A la frtquencev, le dkplacement longitudinal de la lumi2re se faisant selon l’axe des z. On admet que 
Z(v, 0, r )  (intensitt d’kmission de la source) ne dtpend pas de r et peut s’tcrire 

c21 

o i ~  vo est la frkquence centrale de la raie, 2AvD sa largeur, Zoo son intensitt maximale. ~ ( v )  reprtsente 
la section droite d’absorption et on admet qu’on peut h i r e  

131 ~ ( v )  = c0 exp - [ 2(”&”0) q 
Cette raie est supposte deux fois moins large que la raie d’tmission et centrte sur la mCme frtquence. 
Cette hypothese est baste sur des rtsultats exptrimentaux, obtenus A l’aide d’un interfkrom2tre du 
type Fabry-Phot (Missout et al. 197 1). On admet que l’intensitk lumineuse dtcroit longitudinalement 
selon la loi difftrentielle ci-dessous : 

ce qui revient A dire que la dtcroissance entre les plans z et z + dz est proportionnelle A I’intensitt au 
plan z, A la section droite d’absorption, h la pinitration dz et au nombre d’atomes absorbants n(z, r) 
par unit6 de volume. On montre (Appendice A) que 

[41 d Z(V, Z, r )  = - Z(V, Z, r )  O(V) n (z, r )  dz 

y1 et yz sont respectivement les taux de dtcroissance des Cltments diagonaux et non-diagonaux de la 
matrice densitk; no est le nombre total d’atomes par unitt de volume; f3 est kgal h 4 (poHz/h) oh po est 
le magntton de Bohr et H, la composante longitudinale du champ magnttique radiofrtquence Hfi .  
La variation locale de H, a la forme du produit Jo (a2 r/R) sin xz / l  oh oZ est la 2i2me racine non nulle 
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de Jl (x)  = 0, Jo et J1 &ant les fonctions de Bessel d’ordre 0 et 1, R le rayon de la cavit6,Z sa longueur. 
I1 est commode de mettre p’ sous la forme 

C61 
XZ 

oh (B’) est la valeur moyenne de p2 sur la cavite. La constante Kdoit alors &re Cgale & 2/Joz(02). On 
obtient finalement 

c71 

On sait (voir Appendice C) que ( p’) est liC & la puissance P fournie par la vapeur par la relation 

oil Q, est le coefficient de surtension en charge de la cavitC, q son coefficient de remplissage dkfini par 

V, est le volume de la cavitC et o = 2xfest la pulsation des oscillations du maser. Pour abrtger, on 
Ccrit [8] sous la forme 

[91 = KIP 
Oh 

c101 

Ces dkfinitions Ctant posCes, on peut Ccrire [4] sous la forme 

integrant en z, on obtient 
I(v z r) 

IO 
In A = -soz o(v)n(z, r )  dz c121 

d’oC 

c131 I(v, z, r)  = I o  exp - cr(v)n(z, I.) dz 
s o =  

En portant dans [ l ]  on obtient 

c141 

On montre (Appendice B) que T(z, r) peut alors se mettre sous la forme 

* 

.’ 



et 

c171 
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n(z, r )  dtpend de T et L: p’, p2 Ctant lit A P par l’tq. 8. 
(b) Equation du rPgime auto-entretenu 
La puissance libtrCe dans la couronne Cltmentaire 2nr dr dz comprise entre les plans z + dz et z, 

et entre les cylindres r et r + dr, est donnCe par 

Cette tquation se dtrive comme la formule [ 181 de l’article de Vanier (1968). A(T) et B(T) sont donnts, 
d’aprb les formules [I91 et [20] de cet article par 

c191 

c201 
Comme 

P = so1 soR d2P 

P doit satisfaire A 

[21] 1 = 8xhvKlno 

(2) Rksolution 
Pour rtsoudre [21], il faut connaitre T(z, r). Or 

T(z, r) dtpend de P par l’intermtdiaire de n(z, r). 
On pratique donc comme suit: on se donne To 
(ou ce qui revient au meme Ioo)  et on dtmarre 
avec P = 0. On dttermine alors T(z, r) d’apres 
[ ! 5 ] .  ?cur ce fzi:e, suppcscns c!xn-C T(z, r>. Pnllr 
calculer T(z + dz, r), on tvalue le 2ibme membre 
de [I31 en supposant que T(z i- dz, r) = T(z, I ) .  
En proctdant par ittration, on obtient T(z + dz, 
r )  avec la pricision voulue. Comme on connait 
r(0, r) = To, on peut de proche en proche dtter- 
miner T(z, r )  pour tout z. I1 faut alors rtsoudre 
[21], ce qui conduit A une valeur de P. On recal- 
cule alors T(z, r)en utilisant cette valeur de P et on 

itere. En pratique on obtient des risultats satis- 
faisants aprts 3 ou 4 ittrations; la mtthode a et6 
comparke avec la solution analytique qu’on peut 
obtenir dans certains cas particuliers et la diver- 
gence ttait de l’ordre de en valeur relative. 

Le calcul a t t t  effectut avec les valeurs numtri- 
~ E P S  suivantes reprkqentant de prks la situation 
expirimentale. 
o = 2n x 6.8 x lo9 rad/s, 1 = 8 cm, R = 5 cm 

De plus on ne fait pas de difftrence entre les raies 
D1 et D, Cmises par la lampe; on fait cette hypo- 
these dans le but de simplifier les calculs et on pose 
alors comme valeur approchte oo = 2 x lo-” 
cm’. 
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0 I 2 3 4 s 6 7 B y(crn)* 0 I 2 3 4 s 6 7 B y(crn)* 
FIG. 2. Courbes de variations du taux de pompage r en fonction de la pknnttration z dans la cellule. (La formule 57 

mentiom& rkf6re ii I'article Vanier (1968).) 

On a admis les relations suivantes donntes par 
Vanier (1968) : 

110 = - Y1 - 10 lolo atomes/cm3 6.4 

et  

y l ,  qQr et To sont des paramttres dont on fixe les 
valeurs pour chaque cas envisagt. Les calculs 
numkriques ont t t t  faits sur APL/360. 

(3) RPsultars 

y2 = 63 + $(yl - 10) 

(a) Taux de pompage 
On a obtenu de nombreuses courbes de varia- 

tions dam diffkrents cas. On donne ici un rtsumt 
de rksultats significatifs (Fig. 2). 

1. C a s o h P  = 0 
Ce cas est celui des seuils d'oscillations. Les 

Cqs. 15 et 21 sont alors indipendantes de r. Donc, 
dans ce cas, T(z, r)  ne dtpend pas de r. 

On constate que T(z) dtcroit fortement lorsque 
le faisceau lumineux s'enfonce dans la caviti. 
L'hypothbe supposant T(z) constant dans la 

, 
b 

caviti est donc peu rkaliste. T(z) dtcroit d'abord 
lintairement, puis exponentiellement. Pour To = 
2200 s-', y1 = 140 s-', P = 0 la zone exponen- 
tielle est peine atteinte; dans tous les autres cas 
elle l'est nettement et on voit qu'au fond de la 
cavitt r(z) ne dCpasse pas quelques centi2mes de 
To. D'autre part la dicroissance est d'autant plus 
forte que le taux de retour a l'tquilibre y1 est plus 
tlevt (comparer les courbes To = 2200 s- ', y1 = 
140 s-I ,  P = 0 et To = 2200 s-', y l  = 200 s-', 
P = 0). 

2. C a s o a P  # 0 
Dans ce cas le taux de pompage dtpend de r par 

l'intermtdiaire du produit K , P  JO2  (02 r / R )  sin' 
( m / I )  uniquement. Pour obtenir T(z, r) une fois 
To et P fixes, on se fixe r et on dttermine T(z, r)  
pour cette valeur de r. On constate que pour r 
fix& la dtcroissance de T en fonction de z est 
d'autant plus forte que P est grande: on peut 
comparer A cet effet les courbes To = I500 s- ', 
y1 = 140s-', P = 0 et To = 1500s-', y, = 
I ~ O S - ' ,  P = 700 x IO-" W. 

Si maintenant P &ant fix6 on fait varier r, 

r 

w '  
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FIG. 3. Courbes P = fro) de variation de la puissance P en fonction de To. 

comme seul importe le produit P Jo2 (cr2 r / R )  et 
que d'aprks ce qui vient d'Ctre vu la dtcroissance 
est d'autant plus forte qu'il est grand, la dtcrois- 
sance sera d'autant plus forte que .lo2 (cr2 r /R)  
sera grand. On a donc une modulation trans- 
versale du faisceau. C'est sur I'axe de la cavitC que 
la dtcroissance de T en fonction de z est la plus 
grande (J ,  (0) = 1); elle est minimale sur les 
cercles nodaux oh J ,  (cr2 r/R) = 0. 

La variation de T(z, r )  se prCsente donc comme 
une dtcroissance selon z modulte transversale- 
ment et d'autant plus forte que yl, P et qQl sont 
plus grands. 

REMARQUE: Si on calcule T(z) par la formule 
[57] de Vanier (1968), formule obtenue en sup- 
posant des spectres rectangulaires d'tmission et 
d'absorption et P = 0, on obtient une dkcrois- 
sance beaucoup plus rapide de T(z), comme on 
peut le voir en comparant les courbes To = 1500 
s-',yl = 140 s-', P = 0, formule [57], et To = 
1500 s-',yl = 140 s - ~ ,  P = 0. 

(6)  Puissance fournie par la vapeur 
On a tract sur la Fig. 3 les courbes P = f ( T , )  

pour y1 = 140 s - l ,  qQ, = 16500 et qQl = 
25 000, ainsi que la courbe P,,, = g (yl) de la 
variation des maxima de P = f (r,) pour difft- 
rentes valeurs de y1 et qQ1 = 16 500 (Fig. 4). On 
a dgalement relevt les seuils d'oscillations (valeurs 
minimales et maximales de To entre lesquelles il y 
a oscillations) en fonction de y1 pour qQ, fix6 

(Fig. 9, et en fonction de qQr pour y1 fix6 
(Fig. 6). 

Les courbes P = f ( r , )  trades ressemblent B 
celles qu'a obtenues Vanier (1968) dans son calcul 
thdorique, mais les valeurs des puissances ob- 
tenues ici sont plus faibles; ainsi la oh il obtient 

P 

"o'lkl 

Fm. 4. Courbe PmaX = g(y,) de variation des maxima 
de P = f(To). 
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FIG. 5. seuils d’oscillations en fonction de y1 ( ~ Q I  
fixe). 

un maximum de 200 x 10- l 1  W, nous obtenons 
un maximum de 40 x lo-” W. 

On note que la puissance est tr6s sensible A la 
quantitt qQ,. AinsiP,,, = Opour qQ, = 13 OOO, 
l’,,,, = 41 x lo-” W pour qQ, = 16 500 et 
p,,, = 146 x 10-l’ W pour qQ, = 25000. 
Toutefois, P,,, tend vers une limite quand qQ, 
augmente indtfiniment. Dans les exemples don- 
nCs l’augmentation est rapide parce que nos 
valeurs de qQ, sont proches de la valeur de rQ, 
minimale permettant les oscillations. Ces rtsultats 
sont inttressants dans le cas des masers oh un 
ballon de quartz est utilist et oh qQ, est rtduit 
par la prtsence du quartz (Tessier et Vanier 1971). 

La courbe P,,, = g(yl) est assez proche d’une 
parabole, ce qui montre que Fmax est en grcjs pi+ 
portionnel A y12, ou ce qui revient au mCme, au 
carrt de la densitt no. 

La plage de valeurs de To pour lesquelles il y a 
oscillations s’tlargit lorsque yl (ou le nombre 
d’atomes) augmente, et aussi lorsque qQ, aug- 
mente. 

Dans l’hypothese des raies rectangulaires (voir 
remarque en 3 4  PmaX en fonction de y1 passe par 
un maximum puis s’annule. 

S u p€r i e u r 
Seuil / 
/ yI = 140 1-l 

_ _  _--- - - - -- i 
Seuil InRrieur 

/ 

10000 7QI0 
FIG. 6. Seuils d‘oscillations en fonction de qQl 

(Yl fw. 
III. Comparaison avec les risultats 

exfirimentaux 
L’ordre de grandeur de P,,, est correct. Pour 

Q,  = 30 000 Vanier (1968) a mesurt P,, = 45 
x lo-” W. I1 est difficile d’avoir une mesure 
prtcise de q. Si l’on admet que q FZ 0.7, ce qui 
donne qQ, = 21 OOO, on peut, en interpolant 
d’apr2s les courbes de la Fig. 3, dire que la thtorie 

Le chevauchement des plages d’oscillations 
pour difftrentes valeurs de y1 est en accord avec 
l’exptrience (voir Vanier 1968 et Bazarov 1969; 
il faut noter que les rtsultats de Vanier (1968) 
sont prtsentts en fonction d’un taux de pompage 
r‘ mesurt expdrimentalement ; lorsque ces rtsul- 
tats sont prtsentts en fonction de To, les courbes 
P = f(ro) ont la mCme allure que celles donntes 
par Bazarov (1 969)).De mCme l’tlargissement de 

donne Pm,, = 9!! u w. 
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forme rectangulaire qui donne un rtsultat non 
conforme avec ces exptriences. 

I1 est A noter que les courbes P =f(ro)  prt- 
sentent au voisinage du seuil d’oscillations in- 
ftrieur un point d’inflexion et que ce phtnombne 
est visible sur les rtsultats exptrimentaux de 
Bazarov (1969). 

ces plages lorsque y1 augmente est conforme A 
l’exptrience (Bazarov 1969). 

Le fait que les maxima de puissance sont 
approximativement proportionnels au carrt de 
y1 est un rtsultat en accord avec les exptriences de 
Bazarov (1969). Cet accord conduit & rejeter 
l’hypotheke simplificatrice de raies optiques de 

Appendice A 
Pour les notations, on est prit de se reporter A l’article de Vanier (1968). On sait que n(z, r) = no 

(p66 + p77 + pss). On obtient en additionnant membre i membre les tqs. 15 et 16 de l’article prdcitd 

On obtient en rtsolvant le systbme des tqs. 13 A 17 du m&me article l’tgalitd 

CA21 
- prA(r) Im p73 exp -iot = (; + YZ)Y1 + 4c1 - rB(r)lBZ 

D’oh 

c ~ 3 1  n(z, r) = no 

Remplacant A(T) et B(T) par leurs expressions selon [19] et [20], on obtient finalement 

h 1 n o  [A41 n(z,  r) = ~ + Y l  

Appendice B 

T(z, r) = JOm Zoo(v) [ exp -o(v)Joz n(z, r )  dz] dv 

En remplaCant l’exponentielle par son ddveloppement en strie, on obtient 

On part de 

CBlI 

En renversant l’ordre des symboles J et E, opdration licite car la s6rie converge absolument, on 
obtient 
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O h  

[B4] u, = JOm I,, exp [ -2(v - v 0 ) ~ 2 ] 2 0 0 " t 1  exp -(n + 1) 2AvD 

x 9 ( Joz n(z, r) dz)" dv 

soit 

[BS] u, = ~om~~on~ l Ioo [  Joz n(z, r)dz]'exp - ( n  + 1 + 4) [ 2(v - bdDm] dv 
IZ! 

Comme 
exp -a2x2 dx = & 

a 

avec ici 

soit 

soit 

On note que r(0, r) = To est indtpendant de r et Cgal A 

CB61 

On Deut donc tcrire 

~ ~ 7 1  

Oh 

m 

r(z,  r) = r, 1 + C v,  ( n = t  ) 

Appendice C 
On a p = +(p, Hz/h) ;  donc 

2 

(P2> = &2 Jvc IHA2 dV 

Comme par dtfinition qv lHrf12 dV Jvc IHA' dV 
c et q = 

8nPdiss  
Q i  = 



J 
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Pdiss &ant la puissance dissipte par pertes sur les parois de la cavitt, on voit que 

2689 

donc 
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